1. Egyenbtlenségek

1.1. Haromszog-egyeiiitlenség
1. Tetel. Tetszbleges, b € R esetén
|af +[b] = a + 0]
Bizonyitéas:
Mivel az egyenbtlenség mindkét oldala nemnegativ, ha mindkét oldalt négg emeljik,

az eredetivel ekvivalens
|al? + 2]al[b] + [b]* > |a + b]?

egyenbtlenséget kapjuk. Felhasznélva, hogy egy valdés szam eégyaindig megegyezik az
abszolut értékének négyzetével:

a® + 2lal|b] +b* > (a +b)* = a® + 2ab + b*
Mindkét oldalbdl kivonva a négyzetes tagokat, majd 2-vets
|al[b] = ab

Ez az Osszefliggés tefdeges valds: ésb esetén igaz, mert a két oldal abszolut értéke meg-
egyezik és a baloldal biztosan nemnegativ. Mivel ekvivabalakitasokat hajtottunk végre, az
eredeti 6sszefliggés is teddzges valdos ésb-re teljesdl.

2. Tétel. Tetszbleges, b € R esetén
|la] = [b]] < [a — bl

Bizonyitéas:
Alkalmazzuk az éz0 tételt ab ésa — b szamokra!

bl + la = b] = [b+ (a = b)| = |a|

Atrendezve
la— 0] > |a| — [b]

A két oldalt megcserélve:
ja| — [b] < [a—b|

Mivel |a — b| = |b — a|, valtozocserével adodik, hogy
|b] = la| < la —b|

is teljesul, azaz
[lal = [8l] < la — 10|



1.2. Bernoulli-egyenbtlenség

3. Téetel. Haa € R ésa > —1, tovabbéan € N, akkor
(I+a)">1+na
Bizonyitas(A bizonyitast:-re vonatkozo teljes indukcidval végezziik.)
1. Han = 0, akkor az egyeidtlenség mindkét oldalan 1 all, azaz az eg@pdehség teljesul.

2. Tegyuk fel, hogy az egyedtlenség helyességét mar belattuk valamilyes k szamra,
azaz tudjuk, hogyl + a)* > 1 + ka teljesul. (Indukcios feltevés) Ekkor

(1+a)f™ =1 +a)(1+a)*>(1+a)(l+ ka)

Itt egyrészt felhasznaltuk az indukcios feltevést, m&réwogyl +a > 0 aza > —1
feltétel miatt. Tehat

(1+a)*t >0 +a)(1+ka)=1+ka+a+ka®>>1+ (k+ 1)a,

ahol felhasznaltuk, hogga® > 0. Ezzel belattuk, hogy az allitas = k + 1-re, azaz a
k-nal 1-gyel nagyobb természetes szamra is igaz.

Ebbdl az allitds mindem € N szamra kovetkezik.

1.3. A szamtani és a mértani kozép kozotti egyedtlenség
4. Tétel. Han pozitiv egész és,, as, ..., a, pozitiv valés szamok, akkor

ay+as+ ...+ ay
n

> Majas .. .ap,

Bizonyitas(n-re vonatkozo teljes indukciéval.)

1. n = 1-re az allitas nyilvanvalé.
n = 2-re a kbvetkeéképpen igazolhatjuk:

(Vai - V@) = 0
a; — 2y/a1\/as +ax > 0
a+ay > 2y/a1\/ay
ar+ay > 2v/aras
Cll—;—az > Jaas

2. Tegyuk fel, hogy az éllitas igaz = k-ra (indukcios feltevés) és mutassuk meg, hogy
ebdbl azn = k + 1 eset helyessége is kdvetkezik!

Valasszuk meg a jeloléseket gy, hogy < a, < ... < a; < apy1. Vezessuk be az
A = alettutoe jelglést, azaz jeloljuk & + 1 szam szamtani kozepdtval. Ekkor
a; < A < agyq.Jeloljuk aza; +ag 1 — A értékét-vel. Nyilvanb > 0. Mivel az indukcios




feltevés szerint a szamtani és mértani kozép kdzotti egylenségc darab szam esetén
teljesdil,
as+as+...+ap+b S K
2 >
Mivel ay +ag + ...+ ar +apy1 = (K +1)A, ezértas +az + ... +ap + b =as +az +
oot apt (e +ap—A) =(ag+a+...ap+ap) —A=(k+1)A— A = kA,

azaz a fenti egyedtlenség
A > \/asas ... aib
alakba irhat6, ami ekvivalens a kovetkeel:

asas . . .agb

A* > asas. . apb

Megszorozva az egydstlenség mindkét oldalat-val:

AL > goas .. abA
Most belatjuk, hogpA > ajax. . Valéban(a; — A)(ar+1 —A) < 0, mert ha a baloldalon
egyik tényed sem 0, akkor ellentétestgtlliek. Beszorozva és rendezve:
0
mag < a A+ ap A — AP
aragrr < (a1 +apy —A)A
< bA

2
a1ap11 — a1 A —ap 1A+ A

IN

a10k41
Visszatérve az ék6 egyenbtlenségre:
AL > goas .. apbA > ajasas . . . Qa1

Ahonnan
art+as+ ...+ ap+ ap+
k+1
Ezzel igazoltuk, hogy h& pozitiv szam ra mindig igaz a szamtani és mértani k6zép
kozotti egyenbtlenség, akkok + 1 pozitiv szamra is igaz.

= A > "Yajazas . .. apari

Az egyenbtlenség tehat minden pozitiv egéste teljesl.

1.4. A mértani és a harmonikus ko6zép kozotti egyeitlenség

5. Tétel. Han pozitiv egész és,, as, ..., a, pozitiv valos szamok, akkor
n

n
ai1as . ..Qy, > 1 1 1
Lyl +1

n

Bizonyitas:
A feltétel szerinti, é, ..., = is n pozitiv szdm, amelyekre alkalmazva a szamtani és a
mértani kzép kdzotti egyedtlenséget:
1 1 1
vttt 1 ot 1
n “Va ay T a, oaiay . . . Gy

Mindkét oldal reciprokat véve az egyétienség iranyitasa megforduamibdl a bizonyitando
egyenbtlenség azonnal adodik.

'Hiszen mindkét oldal pozitiv.



